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1 Ïðåäèñëîâèå

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïîäãîòîâëåíû íà îñíîâå ëåêöèé è ïðàêòè÷åñêèõ
çàíÿòèé ïî ðàçäåëó �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòå� êóðñà �Ìàòåìàòèêà� ÷èòàâøå-
ãîñÿ è ÷èòàþùåãîñÿ ñîñòàâèòåëåì ñòóäåíòàì íàïðàâëåíèÿ â Ìîñêîâñêîì
Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå Ïðèðîäîîáóñòðîéñòâà (ÌÃÓÏ) â 2005-
2014 ãîäàõ è Ðîññèéñêîì Ãîñäàðñòâåííîì Àãðàðíîì Óíèìåðñèòåòå - ÌÑ-
ÕÀ èì. Òèìèðÿçåâà (ÐÃÀÓ) ñ òåõ ïîð êàê ÌÃÓÏ ñòàë ÷àñòüþ ÐÃÀÓ.

Ðåêîìåíäóåìûå ñòóäåíòàì è èìåþùèåñÿ â áèáëèîòåêå êíèãè [1] è [2]
èìåþò î÷åíü áîëüøîé îáú¼ì è ñîäåðæàò ìíîãî ìàòåðèàëà íå âõîäÿùåãî
â âûøåóïîìÿíóòûé êóðñ. Êðîìå òîãî ìû ïðåäëàãàåì íåñêîëüêî èíîé,
áîëåå ñîâðåìåííûé, ïîäõîä ê îñíîâàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
ñòóäåíòîâ. Îíè, êðîìå êîìïàêòíî èçëîæåííîãî òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèà-
ëà, ñîäåðæàò ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ è çàäà÷è äëÿ äîìàøíèõ çàäàíèé.

Äàííûå ïðèìåðû îïðåäåëÿþò óðîâåíü çíàíèé ïî ðàññìîòðåííûì òå-
ìàì, êîòîðûé ñòóäåíòû äîëæíû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ýêçàìåíå è çà-
÷¼òå.

2 Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé

2.1 Ñòàòèñòè÷åñêèé ñìûñë âåðîÿòíîñòè

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èçó-
÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Ïîä ñëó÷àéíûìè ÿâëåíè-

ÿìè ìû ïîíèìàåì òàêèå ÿâëåíèÿ ïðèðîäû èëè íàó÷íûå ýêñïåðèìåíòû,
ðåçóëüòàò êîòîðûõ ìû íå ìîæåì ïðåäñêàçàòü ïðèíöèïèàëüíî. Â ÷èñòîì
âèäå òàêèõ ÿâëåíèé â ïðèðîäå íåò, íî åñòü ìíîãî ÿâëåíèé, ãäå ìåòîäû
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàáîòàþò äîñòàòî÷íî õîðîøî.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû:

1. Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû èëè èãðàëüíîé êîñòè.

2. Êîëè÷åñòâî îñàäêîâ çà ëåòíèé ñåçîí.

3. Âûèãðûø â ëîòåðåþ.

4. ×èñëî ãîëîñîâ îòäàííûõ çà êàíäèäàòà íà âûáîðàõ.

5. Êóðñ äîëëàðà ÷åðåç íåäåëþ.

Ïðè áðîñàíèè ìîíåòû ìû íå çíàåì, ÷òî âûïàäåò - îðåë èëè ðåøêà.
Îäíàêî ìû óâåðåíû, ÷òî ðåøêà âûïàäàåò òàêæå ÷àñòî, êàê è îðåë. Â òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé ìû ãîâîðèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà ðàâíà
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âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ ðåøêè è ðàâíà 0,5. Ýòîò ôàêò ìîæíî îáîñíîâàòü
ëîãè÷åñêè è ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðîâå-
ëè ýêñïåðèìåíò ïî ìíîãîêðàòíîìó ïîäáðàñûâàíèþ ìîíåòû íåñêîëüêî ðàç
è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

×èñëî ïîäáðàñûâàíèé 10 50 500 10000
×èñëî âûïàäåíèé ðåøêè 3 29 241 5023
Îòíîñèòåëüíàÿ ÷à-

ñòîòà âûïàäåíèÿ
ðåøêè

0,3 0,58 0,482 0,5023

Îòêëîíåíèå îò 0,5 0,2 0,08 0,018 0,0023

Ìû âèäèì, ÷òî ÷åì áîëüøå ÷èñëî ïîâòîðåíèé, òåì ìåíüøå îòíîñè-
òåëüíàÿ ÷àñòîòà îòêëîíÿåòñÿ îò 0,5. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü âû-
ïàäåíèÿ ðåøêè ðàâíà 0,5. Çàìåòèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñïîñîá îòûñ-
êàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðèíöèïèàëüíî íå òî÷åí. Âîïðîñ î ÷èñëå ïîâòîðåíèé
ýêñïåðèìåíòà íåîáõîäèìîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé âåðîÿòíîñòè ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ ðåøàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêîé, êîòîðàÿ èñ-
ïîëüçóåò ìåòîäû ðàçâèâàåìûå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Óïðàæíåíèå.
1. Ëåòîì 2004 ãîäà â Ìîñêâå áûëî 72 ñîëíå÷íûõ äíÿ, à ëåòîì 2005

ãîäà 75 ñîëíå÷íûõ äíåé. Êàêîâà îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñîëíå÷íûõ äíåé
â 2004 ãîäó? Â 2005 ãîäó? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî 10 èþíÿ 2020 ãîäà â
Ìîñêâå áóäåò ñîëíå÷íûì ?

Îòâåò: 0,783; 0,815; 0,80.

2.2 Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá ïîäñ÷¼òà âåðîÿòíîñòè

Ëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ðåøêè ðàâíà
0,5 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû âîçìîæíû äâà èñ-
õîäà: âûïàäåíèå ðåøêè è âûïàäåíèå îðëà. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìîíå-
òû , íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøêà áóäåò âûïàäàòü ÷àùå ,
÷åì îðåë èëè íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî ðåøêà áóäåò âûïàäàòü ïðèìåðíî
â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü å¼ âûïàäåíèÿ ðàâíà
0,5. Ìû, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîíåòà íà ðåáðî íå ñòàíîâèòñÿ.

Ïîäîáíûé ìåòîä ðàññóæäåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ÷àñòî è íàçûâàåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêèì ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Îí ìîæåò áûòü âûðàæåí
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Ïðèìåðû.
1.Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè îäèí ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
à) âûïàäåíèÿ òðîéêè;
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á) âûïàäåíèÿ ïÿòåðêè;
â) âûïàäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ;
ã) âûïàäåíèÿ áîëüøå ÷åòûðåõ î÷êîâ.
Ðåøåíèå: Çàïèøåì ðåøåíèå â ñëó÷àå â), à â îñòàëüíûõ óêàæåì îòâå-

òû. Îáùåå ÷èñëî ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî 6 ïî ÷èñëó ãðàíåé èã-
ðàëüíîé êîñòè. Áëàãîïðèÿòíûå èñõîäû: âûïàäåíèå 2 , 4 èëè 6. Ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 3/6=1/2.

Îòâåò: à) 1/6 á) 1/6 â) 1/2 ã) 1/3 .
2. Â ÿùèêå ëåæàò äâà áåëûõ øàðà, äâà ÷åðíûõ øàðà è îäèí êðàñíûé

øàð. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè îäèí øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
îí

à) áåëûé;
á) íå ÷åðíûé?
Âûáðàëè äâà øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â) îáà øàðà áåëûå;
ã) îäèí èç øàðîâ êðàñíûé;
ä) øàðû ðàçíîãî öâåòà;
å) ïåðâûé áåëûé, à âòîðîé ÷¼ðíûé?
Ðåøåíèå:. Ñëîâà �ñëó÷àéíûì îáðàçîì � îçíà÷àþò, ÷òî êàæäûé øàð

ìîæåò áûòü âûáðàí ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïîýòîìó ðåøåíèå â ïóíêòàõ
à) è á) î÷åâèäíî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ ïðîíóìåðóåì øàðû: 1,2 � áåëûå,3,4�
÷åðíûå,5�êðàñíûé, è âûïèøåì âñå âîçìîæíûå ïàðû øàðîâ:

(1;2), (1;3), (1;4), (1;5); (2;3), (2;4), (2;5); (3;4),(3;5);(4,5).
Êàæäàÿ èç ïàð ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Â ñëó÷àå â)

áëàãîïðèÿòíûì áóäåò èñõîä (1,2), â ñëó÷àå ã) èñõîäû (1,5), (2,5), (3,5),
(4,5), à â ñëó÷àå ä) âñå èñõîäû êðîìå (1,2),(3,4).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è å) ïðèâåäåííîãî ñïèñêà íå äîñòàòî÷íî, òàê êàê
â í¼ì íå ó÷òåí ïîðÿäîê â êîòîðîì áåðóò øàðû. Ó÷èòûâàþùèé ïîðÿäîê
ñïèñîê áóäåò ñîäåðæàòü â äâà ðàçà áîëüøå ýëåìåíòîâ:

(1;2),(1;3),(1;4),(1;5);
(2;1),(2;3),(2;4),(2;5);
(3;1),(3;2),(3;4), (3;5);
(4;1),(4;2),(4;3),(4;5);
(5;1),(5;2),(5;3), (5;4).
Áëàãîïðèÿòíûìè áóäóò (1,3),(1,4),(2,3),(2,4).
Îòâåò: à) 2/5 ;á) 3/5 ;â) 1/10 ;ã) 4/10 ;ä) 8/10 ;å) 4/20.
3. Ìîíåòó áðîñèëè òðè ðàçà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
à) ðåøêà âûïàëà îäèí ðàç;
á) ïîñëå îðëà âûïàëà ðåøêà .
Ðåøåíèå: Îôîðìèì ðåøåíèå â âèäå òàáëèöû:
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à) á)
PÐÐ
ÎÎÐ + +
ÎÐÎ + +
ÎÐÐ +
ÐÎÎ +
ÐÎÐ +
ÐÐÎ
ÐÐÐ

Â ëåâîì ñòîëáöå òàáëèöû ïåðå÷èñëåíû âîçìîæíûå ðàâíîâåðîÿòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïàäåíèÿ îðëà è ðåøêè, à âî âòîðîì è òðåòüåì
ñòîëáöàõ îòìå÷åíû òå èç íèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áëàãîïðèÿòíûìè äëÿ
ñîáûòèé èç ïóíêòîâ çàäà÷è.

Îòâåò: à)3/8 á)4/8=1/2.
4. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè äâà ðàçà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
à) ïåðâûé ðàç âûïàëî ìåíüøå î÷êîâ, ÷åì âî âòîðîé;
á) ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ íå ïðåâîñõîäèò òð¼õ.
Ðåøåíèå: Âñå âîçìîæíûå ðàâíîâåðîÿòíûå èñõîäû îïèñàííîãî â çàäà÷å

ýêñïåðèìåíòà ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå òàáëèöû:
1 2 3 4 5 6

1 á á X
2 à, á
3 à à
4 à à a
5 à à a à
6 à à a à à

Ìû ñ÷èòàåò, ÷òî êëåòêà ãäå ñòîèò áóêâà X ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êî-
ãäà ïåðâûé ðàç âûïàëî 6, à âî âòîðîé ðàç 1. Áóêâîé à ïîìå÷åíû êëåòêè
ñîîòâåòñòâóþùèå ïóíêòó à) , áóêâîé á ïîìå÷åíû êëåòêè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïóíêòó á).

Îòâåò: .à) 15/36=5/12 , á) 3/36=1/12 .
Óïðàæíåíèÿ.

1. Ïðàâèëüíóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè 2 ðàçà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî à) õîòÿ áû ðàç âûïàëà òðîéêà; á) ñóììà î÷êîâ áîëüøå òð¼õ; â)
ðàçíîñòü î÷êîâ ìåíüøå äâóõ?

2. Èãðîê ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàë êîñòü äîìèíî. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî ýòî à) òðîéêà; á) äóáëü?

3. Â ÿùèêå ëåæàò 4 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà. à) Ñëó÷àéíûì îáðàçîì
âçÿëè 3 øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíè îäíîãî öâåòà? á) Ñëó-
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÷àéíûì îáðàçîì âçÿëè 5 øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè íèõ
2 ÷åðíûõ?

4. Â êîëîäå 2 êîçûðíûõ êàðòû è 3 íå êîçûðíûõ. Èãðîê âçÿë òðè êàðòû.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè íèõ íå ìåíåå îäíîãî êîçûðÿ?

5. Èç áóêâ ñëîâà ÏÀÐÒÀ ñëó÷àéíûì îáðàçîì âçÿëè äâå è ïîëîæèëè
â ðÿä. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ÷òî ïîëó÷èëîñü ñëîâî ÏÀ?

6. Ìàëåíüêèé ðåáåíîê èãðàåò ñ êàðòî÷êàìè íà êîòîðûõ íàïèñàíû áóê-
âû "Ò "Î"è "Ð". Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îí âûëîæèë èõ â ðÿä.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü , ÷òî ïîëó÷èëîñü îñìûñëåííîå ñëîâî ?

7. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî à)
äåëèòñÿ íà òðè; á) äåëèòñÿ íà ñåìü; â) èìååò ñóììó öèôð áîëüøóþ
ïÿòíàäöàòè?

8. Òðè øàðà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçëîæèëè ïî òðåì ÿùèêàì. Êàêî-
âà âåðîÿòíîñòü, ÷òî â ïåðâîì áåëûé, âî âòîðîì ÷åðíûé, â òðåòüåì
êðàñíûé, åñëè à) âñå ÿùèêè íå ïóñòû; á) åñëè íåêîòîðûå ÿùèêè
ìîãóò áûòü ïóñòûìè?

9. ×åòûðå øàðà, èç êîòîðûõ áåëûõ ðîâíî äâà, ðàçëîæèëè ïî òðåì
ÿùèêàì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî áåëûå ëåæàò â îäíîì?

10. Â ïåðâîì ÿùèêå îäèí áåëûé è äâà ÷åðíûõ øàðà. Âî âòîðîì - äâà
áåëûõ è äâà ÷åðíûõ. Èç ïåðâîãî âî âòîðîé ïåðåëîæèëè øàð. Çàòåì
èç âòîðîãî âçÿëè øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí áåëûé?

11. Çàäà÷à î íàñëåäîâàíèè ïðèçíàêà. Êàæäûé èç ðîäèòåëåé èìååò ãå-
íîòèï Aa èëè ÀÀ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ðåáåíîê èìååò ãåí A , åñëè îäèí ãåí îí íàñëåäóåò îò ìàòåðè, à äðó-
ãîé îò îòöà.

Êîììåíòàðèé. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî îáóñëîâëåííûé ãåíåòè÷åñêè
ïðèçíàê ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ íåêîòîðîãî ãåíà (À) â íåêîòîðîé
àëëåëè. Ïðè÷åì âòîðîé ãåí ýòîé àëëåëè ìîæåò áûòü ëþáûì. (Ìû
ñ÷èòàåì ÷òî îí À ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5, ÷òî , â îáùåì òî, íåîáÿçàòåëü-
íî). Ïîýòîìó â çàäà÷å íà ñàìîì äåëå ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî ðåáåíîê óíàñëåäóåò ïðèçíàê, åñëè êàæäûé èç ðîäèòåëåé
ýòèì ïðèçíàêîì îáëàäàåò. Ïðè ýòîì ïðåäëîæåíà íåêîòîðàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü íàñëåäîâàíèÿ. Èíòåðåñíî òàêæå ðàññìîòðåòü äðó-
ãèå ìîäåëè. Íàïðèìåð, åñëè ïðèçíàê íàëè÷åñòâóåò â ñëó÷àå ãåíà À
â îäíîé àëëåëè è ãåíà Â â äðóãîé, åñëè âåðîÿòíîñòü äëÿ âòîðîãî
ãåíà íå 0,5 è ò.ï.
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12. Ó÷àñòîê ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ óãîäèé èìååò ñìûñë îðîøàòü èñêóñ-
ñòâåííî, åñëè âåðîÿòíîñòü çàñóøëèâîãî ëåòà áîëåå 30 ïðîöåíòîâ.
Ëåòî ñ÷èòàåòñÿ çàñóøëèâûì, åñëè èç ÷åòûð¼õ ïåðâûõ äåêàä ëåòà
çàñóøëèâû áîëåå òð¼õ. Èìååò ëè ñìûñë îðîøàòü ó÷àñòîê, åñëè äëÿ
ýòîãî ó÷àñòêà âåðîÿòíîñòü çàñóøëèâîé äåêàäû 50 ïðîöåíòîâ ?

2.3 Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Ìåòîä ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîèò â ïðîñòåéøåì îáîáùåíèè
êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî ðàâíîâåðîÿòíûõ èñ-
õîäîâ áåñêîíå÷íî. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå �÷èñëà èñõîäîâ� áåðóò äëèíó ,
ïëîùàäü èëè îáúåì ñîîòâåòñòâóþùåé ôèãóðû.

Ïðèìåðû.
1. Ñàìîë¼ò ñáðàñûâàåò áîìáó â ëþáóþ òî÷êó êðóãà ðàäèóñîì 20 ì

ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí ïîïàäàåò â çäàíèå
øèðèíîé 10 ì è äëèíîé 20 ì ñòîÿùåå âíóòðè êðóãà ?

Ðåøåíèå: Èñêîìîé âåðîÿòíîñòüþ ñëåäóåò ñ÷èòàòü îòíîøåíèå ïëîùàäè
çäàíèÿ ê ïëîùàäè êðóãà.

Îòâåò: 200
400π = 1

2π
2. Ïåøåõîä ïîäîøåë ê àâòîáóñíîé îñòàíîâêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî

îí óåäåò â òå÷åíèè 5 ìèíóò, åñëè èíòåðâàë äâèæåíèÿ àâòîáóñà 15 ìèíóò.
Îòâåò: 5/15=1/3.
3. Çàäà÷à î âñòðå÷å. Äâà äðóãà äîãîâîðèëèñü î âñòðå÷å. Êàæäûé ïðè-

õîäèò â óñëîâëåííîå ìåñòî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñ 12 ÷àñîâ äî 13
÷àñîâ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíè âñòðåòÿòñÿ,
åñëè êàæäûé èç íèõ æäåò äðóãîãî 30 ìèíóò ?

Ðåøåíèå: Ïóñòü x � âðåìÿ â êîòîðîå ïðèøåë ïåðâûé, à ó � âðåìÿ â êî-
òîðîå ïðèøåë âòîðîé. Òîãäà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýòî êâàäðàò
ñ âåðøèíàìè (12;12), (12;13), (13;12), (13;13) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.
Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ � ýòî òî÷êè êâàäðàòà óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ |x−y| ≤ 0, 5. Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü èñêëþ÷èâ èç êâàä-
ðàòà òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (12,5;12), (13;12), (13;12,5) è òðåóãîëüíèê,
ñèììåòðè÷íûé åìó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = y. Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ 1/4.

Îòâåò: 3/4.
Óïðàæíåíèÿ.

1. Ïàññàæèð, îïàçäûâàþùèé íà ïîåçä, ïîäîøåë ê àâòîáóñíîé îñòàíîâ-
êå â 21 ÷àñ 15 ìèíóò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí óñïååò íà ïîåçä,
åñëè ïîåçä îòïðàâëÿåòñÿ â 21 ÷àñ 50 ìèíóò, àâòîáóñ èäåò äî âîê-
çàëà 15 ìèíóò, íà ïîñàäêó â ïîåçä òðåáóåòñÿ 5 ìèíóò, à èíòåðâàë
äâèæåíèÿ àâòîáóñà 20 ìèíóò ?
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2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî äâà êóðüåðà âñòðåòÿòñÿ íà ðàáîòå, åñëè
êàæäûé èç íèõ áûâàåò òàì â òå÷åíèè ïîëó÷àñà â ïåðèîä îò äåâÿòè
äî äâåíàäöàòè ÷àñîâ äíÿ?

3. Ñíàðÿä ìèíîìåòà ïîïàäàåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ â ëþáóþ òî÷êó
êðóãà ðàäèóñà 10 ìåòðîâ ñ öåíòðîì â òî÷êå ïðèöåëèâàíèÿ. Ïðè ýòîì
îí ïîðàæàåò âñå öåëè, íàõîäÿùèåñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå
7 ìåòðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîðàçèòü öåëü íàõîäÿùóþñÿ â òî÷êå
ïðèöåëèâàíèÿ ñ îäíîãî âûñòðåëà ?

4. Ïëîñêîñòü ðàçãðàôëåíà ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ
äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 5 ñàíòèìåòðîâ. Íà ïëîñêîñòü íàóäà-
÷ó áðîøåíà ìîíåòà äèàìåòðîì 2 ñàíòèìåòðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî ìîíåòà íå ïåðåñå÷åò íè îäíó èç ëèíèé ?

5. Çàäà÷à Áþôôîíà. Ïëîñêîñòü ðàçãðàôëåíà ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿ-
ìè íàõîäÿùèìèñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 3 ñàíòèìåòðà. Íà
ïëîñêîñòü íàóäà÷ó áðîøåíà èãëà äëèíîé 3 ñàíòèìåòðà. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü, ÷òî èãëà íå ïåðåñå÷åò íè îäíó èç ëèíèé ?

6. Ïîñëå àâàðèè íà õèìêîìáèíàòå ïðîèçîøåë âûáðîñ âðåäíûõ âåùåñòâ,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îáëàêî ðàäèóñîì 400 ì. Íà ðàññòîÿíèè 5
êì îò çàâîäà íàõîäèòñÿ äåòñêîå ó÷ðåæäåíèå. Ïðèáëèçèòåëüíî ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð îáëàêà îñÿäåò â ëþáîé òî÷êå íàõîäÿùåéñÿ
îò õèìêîìáèíàòà íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 7 êì ñ ðàâíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ. Íåìåäëåííàÿ ýâàêóàöèÿ äåòåé ñ÷èòàåòñÿ íåîáõîäèìîé, åñëè
ðèñê îêàçàòüñÿ â çàðàæåííîé òåððèòîðèè ïðåâûøàåò 3 ïðîöåíòà.
ßâëÿåòñÿ ëè â îïèñàííîé ñèòóàöèè íåìåäëåííàÿ ýâàêóàöèÿ íåîáõî-
äèìîé ?

2.4 Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:
Çàäà÷à î øàðàõ. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ äåñÿòü áåëûõ è ñåìü ÷åðíûõ øà-

ðîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âçÿëè ïÿòü øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ñðåäè íèõ

à) ðîâíî òðè áåëûõ;
á) ïåðâûå òðè áåëûõ à ïîñëåäíèå äâà ÷åðíûõ ?
Ïðèíöèïèàëüíî ýòà çàäà÷à íè ÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííûõ

íàìè ðàíåå, îäíàêî âûïèñàòü âñå íàáîðû èç ïÿòè øàðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
òðóäîåìêîé çàäà÷åé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
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äîñòàòî÷íî çíàòü îáùåå êîëè÷åñòâî íàáîðîâ è êîëè÷åñòâî áëàãîïðèÿò-
íûõ íàáîðîâ. Ðàçäåë ìàòåìàòèêè, êîòîðûé äàåò ôîðìóëû äëÿ ïîäîáíûõ
ïîäñ÷åòîâ íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðèêîé.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû ê, ñîñòàâëåííûõ
èç n ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðàçìåùåíèé n ïî k.

Îáîçíà÷åíèå Akn.
Ïðèìåð. A2

5 = 20.
Ïîÿñíåíèå:
(1,2), (1,3), (1,4), (1,5),
(2,1), (2,3), (2,4), (2,5),
(3,1), (3,2), (3,4), (3,5),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,5),
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4).
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû ê, ñîñòàâëåí-

íûõ èç n ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî k..
Îáîçíà÷åíèå Ckn.
Ïðèìåð. C3

5 = 10 = C2
5 .

Ïîÿñíåíèå: (1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,4,5),
(2,3,4), (2,3,5), (2,4,5), (3,4,5).
Îïðåäåëåíèå. Ðàçìåùåíèÿ n ïî n íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè n

ýëåìåíòîâ.
Îáîçíà÷åíèå. Pn - ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê.
Ïðèìåð: P3 = 6. Ïîÿñíåíèå: á÷ê, áê÷, ÷êá, ÷áê, êá÷, ê÷á.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé, ðàçìåùåíèé è ïåðåñòàíîâîê èñ-

ïîëüçóþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû:

Pn = n! Akn = n!
(n−k)! Ckn = n!

k!(n−k)!

Çäåñü n! = 1 · 2 · ... · n, 0! = 1. ×èòàåòñÿ �ýí ôàêòîðèàë�.
Ðåøèì òåïåðü çàäà÷ó î øàðàõ.
Â çàäà÷å à) âîçìîæíûå èñõîäû ýòî ñî÷åòàíèÿ èç 17 ïî 5 ýëåìåíòîâ.

Áëàãîïðèÿòíûå èñõîäû ýòî òàêèå ñî÷åòàíèÿ, êîòîðûå ñîñòîÿò èç òðåõ
áåëûõ øàðîâ è äâóõ ÷åðíûõ. Ê êàæäîìó èç C3

10 ñî÷åòàíèé òðåõ áåëûõ
ìîæíî äîáàâèòü äâà ÷åðíûõ C2

7 ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó ÷èñëî áëàãîïðèÿò-
íûõ èñõîäîâ ðàâíî C3

10 · C2
7 . Âûïîëíèì âû÷èñëåíèÿ:

C5
17 =

17!

5! · 12!
=

17 · 16 · 15 · 14 · 13
5 · 4 · 3 · 2 · 1

= 17 · 2 · 14 · 13

C3
10 =

10 · 9 · 8
3 · 2 · 1

= 3 · 5 · 8C2
7 =

7 · 6
2 · 1

= 7 · 3
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p =
3 · 5 · 8 · 7 · 3
17 · 2 · 14 · 13

=
9 · 5 · 2
17 · 13

=
90

221

Â çàäà÷å á) âàæåí ïîðÿäîê øàðîâ, ïîýòîìó âîçìîæíûå èñõîäû ýòî
ðàçìåùåíèÿ èç 17 ïî 5, à ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî A3

10 · A2
7.

Âû÷èñëåíèÿ:

p =
A3

10 ·A2
7

A5
17

=
(10 · 9 · 8) · (7 · 6)
17 · 16 · 15 · 14 · 13

=
9

221

Îòâåò: à) 90/221 á) 9/221.
Â îñíîâå âûâîäà ôîðìóë äëÿ ÷èñåë ðàçìåùåíèé, ñî÷åòàíèé è ïåðåñòà-

íîâîê ëåæèò ñëåäóþùèé ïðèíöèï ïðîèçâåäåíèÿ:
Åñëè íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü íàáîð èç k ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ïåðâûé ýëå-

ìåíò ìû ìîæåì âûáðàòü m1 ñïîñîáàìè, âòîðîé ýëåìåíò − m2 ñïîñîáàìè,
. . . , k -é ýëåìåíò − mk ñïîñîáàìè, òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü m1 ·m2 · ... ·mk

ñïîñîáàìè.
Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü k øàðîâ ïî n ÿùè-

êàì?
Ðåøåíèå: Äëÿ êàæäîãî èç øàðîâ ñëåäóåò âûáðàòü íîìåð ÿùèêà, â

êîòîðûé åãî ñëåäóåò ïîëîæèòü.
Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ñîñòàâèòü íàáîð èç ê íîìåðîâ ÿùèêîâ. Åñ-

ëè ðàçðåøàåòñÿ êëàñòü íåñêîëüêî øàðîâ â îäèí ÿùèê, òî êàæäûé ýëå-
ìåíò íàáîðà ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè è îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî
n · n · ... · n︸ ︷︷ ︸

k

= nk. Åñëè ðàçðåøàåòñÿ â ÿùèê êëàñòü íå áîëåå îäíîãî øàðà,

òî ÿùèê äëÿ ïåðâîãî øàðà ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè. Äëÿ âòîðîãî �
(n-1 ) ñïîñîáàìè, òàê êàê îäèí øàð óæå ëåæèò â ïåðâîì ÿùèêå. È òàê
äàëåå. Äëÿ k -ãî � (n-k+1) ñïîñîáàìè. Îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ïî ïðèíöèïó
ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî

n · (n− 1) · ... · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.

Îòâåò: nk èëè n!
(n−k)! .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ðàçìåùå-
íèé ñîäåðæèòñÿ â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïåðåñòà-
íîâîê ÿâëÿåòñÿ åå ñëåäñòâèåì.

Äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé. Äëÿ ýòîãî ïîñ÷èòàåì ÷èñëî
ðàçìåùåíèé n ïî k äðóãèì ñïîñîáîì. Ñíà÷àëà âîçüìåì íåóïîðÿäî÷åííûé
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íàáîð èç ê ýëåìåíòîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü Ckn ñïîñîáàìè. Çàòåì óïîðÿäî-
÷èì åãî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü Pk ñïîñîáàìè. Îáùåå ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ
íàáîðîâ Akn ïî ïðèíöèïó ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî Ckn · Pk.

Ïîýòîìó Ckn =
Ak

n

Pk
= n!

k!(n−k)! . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Âûïèñàòü âñå ðàçìåùåíèÿ 6 ýëåìåíòîâ ïî 2 ìåñòàì.

2. Âûïèñàòü âñå ïåðåñòàíîâêè ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ.

3. Âûïèñàòü âñå ñî÷åòàíèÿ èç 6 ýëåìåíòîâ ïî 3.

4. Âûïèñàòü âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1,2,3,4,5}, âêëþ÷àÿ ïóñòîå.
Ñêîëüêî èõ âñåãî? Ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæàò 0,1,2,3,4 è 5 ýëå-
ìåíòîâ ?

5. Ãðóïïå èç 10 ñòóäåíòîâ äîñòàëîñü òðè áèëåòà íà ïðåñòèæíóþ äèñ-
êîòåêó. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ðàñïðåäåëèòü?

6. Ãðóïïà èç 10 ñòóäåíòîâ äîëæíà âûáðàòü ñòàðîñòó, ïðîôîðãà è êóëü-
òîðãà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

7. Â òàíöåâàëüíîì êðóæêå 5 þíîøåé è 5 äåâóøåê. Ñêîëüêî èìååòñÿ
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëèòü èõ ïî ïàðàì ?

8. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîáðàòü ãèðëÿíäó èç ïÿ-
òè ëàìïî÷åê, åñëè èìåþòñÿ ëàìïî÷êè òð¼õ öâåòîâ è ëàìïî÷êè ðàñ-
ïîëîæåííûå ðÿäîì äîëæíû èìåòü ðàçíûå öâåòà ?

9. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ âîñåìü áåëûõ è îäèííàäöàòü êðàñíûõ øàðîâ.
Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âçÿëè øåñòü øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ñðåäè íèõ à) ÷åòûðå áåëûõ è äâà êðàñíûõ; á) ïåðâûå ÷åòûðå áåëûõ,
à ïîñëåäíèå äâà êðàñíûõ; â) íå ìåíåå ÷åòûðåõ áåëûõ ?

10. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ øåñòü áåëûõ, ñåìü ÷åðíûõ è âîñåìü êðàñíûõ øà-
ðîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âçÿëè äåâÿòü øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî ñðåäè íèõ äâà áåëûõ, òðè ÷åðíûõ è ÷åòûðå êðàñíûõ?

11. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ øåñòü áåëûõ, ñåìü ÷åðíûõ è âîñåìü êðàñíûõ
øàðîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âçÿëè äâà øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî îíè áóäóò ðàçíîãî öâåòà?

12. Èç êîëîäû 32 ëèñòà ñëó÷àéíûì îáðàçîì áåðóò äâå êàðòû. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü ÷òî îíè áóäóò îäíîé ìàñòè?
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13. Ñòóäåíò çíàåò 12 âîïðîñîâ èç 15. Â áèëåòå 4 âîïðîñà. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü, ÷òî îí îòâåòèò ïî êðàéíåé ìåðå íà 3 èç íèõ?

14. Èç 25 áèëåòîâ ëîòåðåè 6 âûèãðûøíûõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç
7 ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàííûõ áèëåòîâ âûèãðàþò 3 ?

15. Ïî ïëàíó ìåëèîðàöèè çåìåëü íåêîòîðîãî ðàéîíà ïëàíèðóåòñÿ îñó-
øèòü 5 áîëîò. Íà ïåðâîì ýòàïå ìåëèîðàöèè íåîáõîäèìî îñóøèòü 3
áîëîòà èç 5. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðè
áîëîòà äëÿ îñóøåíèÿ íà ïåðâîì ýòàïå ? Âûïèøèòå ýòè ñïîñîáû.

3 Àëãåáðà ñîáûòèé è ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè

3.1 Ââîäíàÿ çàäà÷à

Â ðàçäåëå 2 ìû ðàññìîòðåëè ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè è ìåòîäû âû÷èñëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîãäà óäà¼òñÿ âûäåëèòü
ìíîæåñòâî (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ. Îäíà-
êî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è ñèòóàöèè èíîãî ðîäà: âåðîÿòíîñòè
íåêîòîðûõ ñîáûòèé èçâåñòíû, à âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ äðóãèõ ñîáûòèé,
ñâÿçàííûõ ñ ïåðâûìè, òðåáóåòñÿ íàéòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðè-
âåñòè ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à î ñòðåëêàõ. Ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0,6 , âòîðîé - ñ âåðîÿòíîñòü 0,7 , òðåòèé - ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8. Ñòðåë-
êè ñäåëàëè ïî îäíîìó âûñòðåëó â ìèøåíü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
à) ïåðâûé è âòîðîé ñòðåëîê ïîïàëè â ìèøåíü;
á) âñå òðè ñòðåëêà ïîïàëè â ìèøåíü;
â) ïåðâûé èëè âòîðîé ñòðåëîê ïîïàëè â ìèøåíü;
ã) ìèøåíü ïîðàæåíà;
ä) â ìèøåíè ðîâíî îäíî ïîïàäàíèå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó íàì òðåáóåòñÿ ââåñòè öåëûé ðÿä
íîâûõ ïîíÿòèé: ïåðâûì äåëîì ìû äîëæíû óÿñíèòü, êàê ñîáûòèÿ, âå-
ðîÿòíîñòè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè, ñâÿçàíû ñ ñîáûòèÿìè, âåðîÿòíîñòè
êîòîðûõ èçâåñòíû, çàòåì ïðîèçâåñòè êëàññèôèêàöèþ ñîáûòèé, äàòü îïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòè è, íàêîíåö, ââåñòè òàê íàçûâàåìûå íåçàâèñèìûå ñî-
áûòèÿ. Êðîìå òîãî, â ìû ðàññìîòðèì ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è
ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è Áàéåñà.

3.2 Äåéñòâèÿ ñ ñîáûòèÿìè è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ïðî-
èñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäÿò âñå ðàññìàòðèâàåìûå
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ñîáûòèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõî-

äèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ðàññìàòðè-
âàåìûõ ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êî-
òîðîå ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííîå ñîáûòèå íå ïðîèñ-
õîäèò.

Îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè äàíû äâà ñîáûòèÿ, îáîçíà÷àåìûå A è B, òî èõ
ñóììó áóäåì îáîçíà÷àòü A + B, ïðîèçâåäåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü AB, à
ñîáûòèå ïðîòèâîïîëîæíîå A áóäåì îáîçíà÷àòü A.

Îêàçûâàåòñÿ ëþáóþ ñâÿçü ìåæäó ñîáûòèÿìè ìîæíî çàïèñàòü ôîðìó-
ëîé ñîäåðæàùåé òîëüêî òðè óêàçàííûõ äåéñòâèÿ ñ ñîáûòèÿìè.

Ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ââåä¼ííûõ äåéñòâèé ñ ñîáûòèÿìè ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

1. AB = BA
2. A+B = B +A
3.(AB)C = A (BC) = ABC
4. (A+B) + C = A+ (B + C) = A+B + C
5. A (B + C) = AB +AC
6. A+BC = (A+B) (A+ C)
7. AA = A
8. A+A = A
9. A+AB = A
10. A (A+B) = A

11. A = A
12. AB = A+B
13. A+B = AB
Äîêàæåì, íàïðèìåð ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà 7. Ðàâåíñòâî ñîáûòèé

îçíà÷àåò, ÷òî îäíî èç íèõ ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ïðî-
èñõîäèò âòîðîå. Ïóñòü ïðîèñõîäèò ïðàâàÿ ÷àñòü, ò.å. ñîáûòèå A, òîãäà
ïðîèñõîäèò êàæäûé èõ ñîìíîæèòåëåé ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè, ò.å. ëåâàÿ
÷àñòü òîæå ïðîèñõîäèò. Ïóñòü ïðîèñõîäèò ëåâàÿ ÷àñòü. Òàê êàê ïðîèñõî-
äèò ïðîèçâåäåíèå òî ïðîèñõîäèò êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé ò.å. ñîáûòèå
A. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè îñíîâàííûìè íà îïðåäåëåíèÿõ ìîæíî
äîêàçàòü è îñòàëüíûå òîæäåñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâà 3 è 4 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê îïðå-
äåëåíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ òð¼õ è áîëåå ñëàãàåìûõ. Îíè òàêæå
îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèÿ ñóììû è ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîáûòèé ïðèìåíèìûìè ê ïðîèçâîëüíîìó êîëè÷åñòâó ñëàãàåìûõ è
ñîìíîæèòåëåé.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü â çàäà÷å î ñòðåëêàõ A îáîçíà÷àåò ñîáûòèå, ïðîèñ-
õîäÿùåå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàë â ìèøåíü,
Bîáîçíà÷àåò ñîáûòèå ïðîèñõîäÿùåå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âòîðîé
ñòðåëîê ïîïàë â ìèøåíü è Cîáîçíà÷àåò ñîáûòèå ïðîèñõîäÿùåå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåòèé ñòðåëîê ïîïàë â ìèøåíü. Çàïèñàòü ñîáûòèÿ,
âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè, èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ
è äåéñòâèÿ ñ ñîáûòèÿìè.

Îòâåò: à) AB; á) ABC; â) A+B; ã) A+B+C; ä) ABC+ABC+ABC.

3.3 Êëàññèôèêàöèÿ ñîáûòèé

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, åñëè îíî ïðîèñõîäèò
ïðè êàæäîì ïðîâåäåíèè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ
íåâîçìîæíûì, åñëè ïðè êàæäîì ïðîâåäåíèè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà
îíî íå ïðîèñõîäèò.

Áóäåì îáîçíà÷àòü äîñòîâåðíîå ñîáûòèå áóêâîé D, à íåâîçìîæíîå áóê-
âîé N . Òîãäà ê òîæäåñòâàì 1- 13 ìîæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèå:

14.A+A = D
15. AA = N
16. A+N = A
17. AN = N
18. A+D = D
19. AD = A
20. N = D
21. D = N
Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè îíè íå ìîãóò

ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî.
Äðóãèìè ñëîâàìè A è B íåñîâìåñòíû, åñëè AB = N . Â ÷àñòíîñòè, A

è A íåñîâìåñòíû.

3.4 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü êàæäîìó ñîáûòèþ A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñ-
ëî P (A). Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

1. P (A) ≥ 0,

2. P (D) = 1,

3. P (A+B) = P (A) + P (B), åñëè A è B íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ,

òî ÷èñëî P (A) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû íàçûâàåì âåðîÿòíîñòüþ ëþáóþ ôóíêöèþ íà ìíî-
æåñòâå ñîáûòèé óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâàì 1, 2, 3. È íàîáîðîò, åñëè ìû
íàçûâàåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ âåðîÿòíîñòüþ, òî ïîëàãàåì, ÷òî ñâîéñòâà
1, 2, 3 âûïîëíÿþòñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññè÷åñêèé è ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñïîñîáû ïîäñ÷¼òà âåðîÿòíîñòåé ðàññìîòðåííûå ðàíåå óäîâëåòâî-
ðÿþò ñâîéñòâàì 1, 2, 3.

Èç ñâîéñòâ 1, 2, 3 íåòðóäíî âûâåñòè äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà, ïîëåç-
íûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

P (A) ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: 1 = P (?) = P
(
A+A

)
= P (A) + P

(
A
)
≥ P (A), òàê

êàê P
(
A
)
≥ 0.

Èç ïðèâåä¼ííûõ âûêëàäîê ñëåäóåò òàêæå ñâîéñòâî 5.

P
(
A
)
= 1− P (A) .

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB) .

Äîêàçàòåëüñòâî: Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿAB,AB,ABèABïîïàðíî íåñîâ-
ìåñòíû, òàê êàê, íàïðèìåð (AB)

(
AB
)
= (AA)

(
BB

)
= A? =?.

Äàëåå A = A? = A
(
B +B

)
= AB +AB, àíàëîãè÷íî B = AB +AB.

Êðîìå ýòîãî

A+B =
(
AB +AB

)
+
(
AB +AB

)
= (AB +AB)+AB+AB = AB+AB+AB

Íàêîíåö

P (A) + P (B)− P (AB) = P
(
AB +AB

)
+ P

(
AB +AB

)
− P (AB) =

= P (AB) + P
(
AB
)
+ P (AB) + P

(
AB
)
− P (AB) =

= P (AB) + P
(
AB
)
+ P

(
AB
)
= P

(
AB +AB +AB

)
= P (A+B)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Â ïîñëåäíåì äîêàçàòåëüñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî òîæäåñòâî

àíàëîãè÷íîå 3 ñïðàâåäëèâî äëÿ òð¼õ ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñëàãàåìûõ,
êàê, âïðî÷åì, è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîñòóëèðóåò ýòî òîæäåñòâî äëÿ ñ÷¼òíîãî êîëè-
÷åñòâà ñëàãàåìûõ, ìû, îäíàêî ñ÷èòàåì, ÷òî íà ïðàêòèêå áåç ýòîãî ìîæíî
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îáîéòèñü. Ïîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ òð¼õ ñëàãàåìûõ. Åñëè ñîáû-
òèÿ A, B è C ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî

(A+B)C = AC +BC =?+? =?, .. A+B C,

P (A+B + C) = P (A+B) + P (C) = P (A) + P (B) + P (C) .

3.5 Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P (AB) = P (A)P (B) (1)

Çàìå÷àíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü ðàâåíñòâî (1), îäíàêî íà
ïðàêòèêå åãî îáû÷íî íå äîêàçûâàþò, à ñ÷èòàþò âûòåêàþùèì èç ñóùåñòâà
çàäà÷è, ò.å. ôàêòè÷åñêè ñ÷èòàþò äîïîëíèòåëüíîé àêñèîìîé. Äëÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ ðàâåíñòâà P (AB?) = P (A)P (B)P (C) êðîìå íåçàâèñèìîñòè ñîáû-
òèé A è B òðåáóåòñÿ åù¼ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé AB è C. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðåäïîëîæåíèÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð â çàäà÷å î ñòðåëêàõ,
äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííû. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, áåç ïîäîáíûõ ïðåäïîëîæåíèé
ðåøèòü çàäà÷ó î ñòðåëêàõ â ïðèâåä¼ííîé ôîðìóëèðîâêå ðåøèòü íåâîç-
ìîæíî.

Ðåøèì òåïåðü çàäà÷ó î ñòðåëêàõ, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåðà 1 ,
ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè è íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé.
à) P (AB) = P (A)P (B) = 0, 6 · 0, 7 = 0, 42;
á) P (ABC) = P (A)P (B)P (C) = 0, 6 · 0, 7 · 0, 8 = 0,336;
â) P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB) = 0, 6 + 0, 7− 0, 6 · 0, 7 = 0, 88;
ã) P (A+B + C) = 1− P

(
A+B + C

)
= 1− P

(
ABC

)
=

= 1− P
(
A
)
P
(
B
)
P
(
C
)
= 1− 0, 4 · 0, 3 · 0, 2 = 1− 0, 024=0,976;

ä) P
(
ABC +ABC +ABC

)
= P

(
ABC

)
+ P

(
ABC

)
+ P

(
ABC

)
=

= P (A)P
(
B
)
P
(
C
)
+ P

(
A
)
P (B)P

(
C
)
+ P

(
A
)
P
(
B
)
P (C) =

= 0, 6 · 0, 3 · 0, 2 + 0, 4 · 0, 7 · 0, 2 + 0, 4 · 0, 3 · 0, 8 = 0, 188.

Îòâåò: a) 0, 42; á) 0, 336; â) 0, 88; ã) 0, 976; ä) 0, 188.
Óïðàæíåíèÿ.
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1. Â ïåðâîì ÿùèêå îäèí áåëûé è ÷åòûðå ÷¼ðíûõ øàðà, âî âòîðîì ÿùè-
êå äâà áåëûõ è òðè ÷¼ðíûõ øàðà, â òðåòüåì ÿùèêå òðè áåëûé è äâà
÷¼ðíûõ øàðà. Èç êàæäîãî ÿùèêà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè ïî
îäíîìó øàðó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî âñå òðè øàðà ÷¼ðíûå? Êàêî-
âà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè âçÿòûõ øàðîâ ðîâíî äâà áåëûõ? Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè âçÿòûõ øàðîâ íå ìåíåå äâóõ áåëûõ?

2. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äî ïîÿâëåíèÿ øåñò¼ðêè. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî áðîñÿò íå áîëåå òð¼õ ðàç?

3. Äëÿ ðàçðóøåíèÿ ìîñòà äîñòàòî÷íî ïîïàäàíèÿ îäíîé àâèàöèîííîé
áîìáû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî , ÷òî ìîñò áóäåò ðàçðóøåí , åñëè
íà íåãî ñáðîñèòü òðè áîìáû , âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâåííî ðàâíû : 0,5; 0,6; 0,7.

4. Ðàáî÷èé îáñëóæèâàåò 4 ñòàíêà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèè
÷àñà ïåðâûé ñòàíîê íå ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî, ðàâíà 0,6 ;
äëÿ âòîðîãî ñòàíêà ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0,7 ; äëÿ òðåòüåãî � 0,75
; äëÿ ÷åòâåðòîãî � 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèè ÷àñà
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñòàíîê ïîòðåáóåò ê ñåáå âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî.

5. Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò ñîäåðæèò 3 âîïðîñà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñòóäåíò îòâåòèò íà ïåðâûé âîïðîñ áèëåòà ðàâíà 0,9 , âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñòóäåíò îòâåòèò íà âòîðîé âîïðîñ áèëåòà ðàâíà 0,8 , âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò îòâåòèò íà òðåòèé âîïðîñ áèëåòà ðàâíà
0,6. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí, åñëè äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî îòâåòèòü õîòÿ áû íà äâà âîïðîñà.

3.6 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Òåïåðü ìû çíàåì, êàê íàéòè âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé, åñëè
óñëîâèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü èõ íåçàâèñèìîñòü. À êàê áûòü,
åñëè ñîìíîæèòåëè çàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè? Çäåñü ìîæåò
ïîìî÷ü êîíöåïöèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè, ÷òî

ñîáûòèå A ïðîèçîøëî, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî P (AB)
P (A) .

Îáîçíà÷åíèå: P (B/A) èëè PA (B).
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

P (B/A) =
P (AB)

P (A)
(2)

18



1 2 3 4 5 6
1 a a a,b a
2 a a a,b
3 a,b a,b b b b b
4 a b
5 b
6 b

Ïðèìåð 2. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè äâà ðàçà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî
òðîéêà âûïàëà õîòÿ áû ðàç, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ
ìåíüøå øåñòè.

Ðåøåíèå: Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷-
êîâ ìåíüøå øåñòè, à ñîáûòèå B ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðîéêà âûïàëà õîòÿ
áû ðàç. Òîãäà âåðîÿòíîñòü, êîòîðóþ íàäî íàéòè ýòî P (B/A). Èçîáðàçèì
ìíîæåñòâî ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ â âèäå òàáëèöû.

Áóêâîé a ïîìå÷åíû ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáûòèþ
A, áóêâîé b ïîìå÷åíû ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáûòèþ
B. Ïðè ýòîì ñîáûòèþ ABñîîòâåòñòâóþò èñõîäû ïîìå÷åííûå äâóìÿ áóê-
âàìè. Ïîýòîìó

P (B/A) =
P (AB)

P (A)
=

4/36

10/36
=

4

10
= 0, 4

Îòâåò: 0, 4.
Çàìå÷àíèå. Èñêîìóþ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ìû ìîãëè íàéòè è íåïî-

ñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ñïîñîáà ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè. Åñ-
ëè ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ìåíüøå øåñòè, òî âîçìîæíû è ðàâíîâåðîÿòíû
ñëåäóþùèå èñõîäû: (1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (2,1); (2,2); (2,3); (3,1); (3,2);
(4,1). Èç íèõ áëàãîïðèÿòíû: (1,3); (2,3); (3,1); (3,2). Ïîýòîìó èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 4/10.

Óïðàæíåíèÿ.

1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñèëè äâà ðàçà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ ìåíüøå øåñòè, åñëè èçâåñòíî, ïåðâûé ðàç âûïàëî
áîëüøå ÷åì âî âòîðîé.

2. Ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6 , âòîðîé - ñ
âåðîÿòíîñòü 0,7 . Ñòðåëêè ñäåëàëè ïî îäíîìó âûñòðåëó â ìèøåíü.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàë â ìèøåíü, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî â ìèøåíè ðîâíî îäíî ïîïàäàíèå?

3. Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò ñîäåðæèò 3 âîïðîñà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñòóäåíò îòâåòèò íà ïåðâûé âîïðîñ áèëåòà ðàâíà 0,9 , âåðîÿòíîñòü
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òîãî, ÷òî ñòóäåíò îòâåòèò íà âòîðîé âîïðîñ áèëåòà ðàâíà 0,8 , âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò îòâåòèò íà òðåòèé âîïðîñ áèëåòà ðàâíà
0,6. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäàòü ýêçàìåí íåîáõîäèìî îòâåòèòü õîòÿ áû íà
äâà âîïðîñà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí, åñëè
îòâåò íà òðåòèé âîïðîñ îí çíàåò ?

3.7 Òåîðåìà ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ôîðìàëüíî ðàâåíñòâî (2) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.
Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ìîæíî íàéòè íåïî-
ñðåäñòâåííî, òîãäà (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòûñêàíèÿ âåðîÿòíîñòè
ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé:

P (AB) = P (A)P (B/A) (3)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
êîëè÷åñòâà ñîìíîæèòåëåé:

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A1/A2) . . . P (An/A1A2 . . . An)

è íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Äîêàæåì å¼ äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ ñîìíîæèòåëåé. Òàê êàê ABC = (AB)C,

òî íà îñíîâàíèè (3) èìååì

P (ABC) = P (AB)P (C/AB)

Åù¼ ðàç ïðèìåíèâ (3) ê ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ, èìååì

P (ABC) = P (AB)P (C/AB) = P (A)P (B/A)P (C/AB) (4)

Äëÿ ÷åòûð¼õ ñîìíîæèòåëåé èìååì:

P (ABCD) = P (ABC)P (D/ABC) = P (A)P (B/A)P (C/AB)P (D/ABC)

Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçîâàëè ðàâåíñòâà (3) è (4). Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
êîëè÷åñòâà ñîìíîæèòåëåé.

Ïðèìåð 3. Â ÿùèêå òðè áåëûõ, ÷åòûðå ÷¼ðíûõ è ïÿòü êðàñíûõ øà-
ðîâ. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè ïÿòü øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ïåðâûé áåëûé, âòîðîé è òðåòèé ÷¼ðíûå, ÷åòâ¼ðòû¼ è ïÿòûé êðàñíûå.

Ðåøåíèå: Ïóñòü A îáîçíà÷àåò ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïåðâûé
øàð áåëûé, B îáîçíà÷àåò ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî âòîðîé øàð ÷¼ð-
íûé, C îáîçíà÷àåò ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî òðåòèé øàð ÷¼ðíûé,
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D îáîçíà÷àåò ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ÷åòâ¼ðòûé øàð êðàñíûé, E
îáîçíà÷àåò ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïÿòûé øàð êðàñíûé. Òîãäà

P (ABCDE) = P (A)P (B/A)P (C/AB)P (D/ABC)P (E/ABCD) =

=
3

12
· 4
11
· 3
10
· 5
9
· 4
8
=

1

2 · 2 · 3 · 11
=

1

132

Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå, ïî÷åìó P (C/AB) = 3/10. Òàê êàê ñîáûòèÿ A è
Bïðîèçîøëè, òî â ÿùèêå îñòàëîñü 10 øàðîâ òðè èç êîòîðûõ ÷¼ðíûå. Äëÿ
ñîáûòèÿ ?èìååì òðè áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäà èç äåñÿòè ðàâíîâåðîÿòíûõ.

Îòâåò: 1/132.
Óïðàæíåíèÿ.

1. Áóêâû ñëîâà ÁÀÐÀÁÀÍ íàïèñàëè íà ñåìè êàðòî÷êàõ, çàòåì ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè ïÿòü êàðòî÷åê, è ïîëîæèëè â ðÿä. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ÁÀÐÀÍ?

2. Â ÿùèêå ïÿòü áåëûõ è ÷åòûðå ÷¼ðíûõ øàðà. Øàðû áåðóò äî ïîÿâ-
ëåíèÿ áåëîãî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî âîçüìóò òðè øàðà?

3. Èç êîëîäû 54 ëèñòà îäíó çà äðóãîé âçÿëè òðè êàðòû. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü, ÷òî ïåðâàÿ êàðòà òðîéêà, âòîðàÿ êàðòà ñåì¼ðêà, òðåòüÿ
êàðòà òóç ?

4. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò äî âûïàäåíèÿ øåñòåðêè. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî áðîñÿò íå ìåíåå ïÿòè ðàç ?

3.8 Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è Áàéåñà

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ H1, H2, . . . ,Hnîáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè îíè
ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è èõ ñóììà åñòü äîñòîâåðíîå ñîáûòèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè ïðè êàæ-
äîì ïðîâåäåíèè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà îäíî èç íèõ îáÿçàòåëüíî ïðî-
èñõîäèò, ïðè÷¼ì òîëüêî îäíî.

Òåîðåìà. Åñëè ñîáûòèÿ H1, H2, . . . ,Hn îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, òî
äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

P (A) = P (H1)P (A/H1) + . . .+ P (Hn)P (A/Hn) (5)

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)

P (H1)P (A/H1) + . . .+ P (Hn)P (A/Hn)
(6)
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äëÿ i = 1, 2, . . . , n.
Äîêàçàòåëüñòâî:
1)P (A) = P (?A) = P ((H1 + . . .+Hn)A) = P (H1A+ . . .+HnA) =

= P (H1A) + . . .+ P (HnA) = P (H1)P (A/H1) + . . .+ P (Hn)P (A/Hn)

2)P (Hi/A) = P (HiA)
P (A) = P (Hi)P (A/Hi)

P (H1)P (A/H1)+...+P (Hn)P (A/Hn)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ôîðìóëà (5) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, à ôîðìóëà

(6) ôîðìóëîé Áàéåñà.
Ïðèìåð 4. Â ÿùèê ïîïàäàþò äåòàëè ñ òð¼õ ñòàíêîâ. Ïåðâûé äà¼ò òðè

ïðîöåíòà áðàêà, âòîðîé ÷åòûðå ïðîöåíòà, à òðåòèé ïÿòü ïðîöåíòîâ. Êàêî-
âà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ äåòàëü áðàêîâàíà, åñëè ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòü âòîðîãî ñòàíêà âûøå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïåðâîãî â ïîëòîðà
ðàçà, à ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðåòüåãî ñòàíêà âûøå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
ïåðâîãî â äâà ñ ïîëîâèíîé ðàçà ? Âçÿòàÿ èç ÿùèêà äåòàëü îêàçàëàñü áðà-
êîâàííîé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà èçãîòîâëåíà íà âòîðîì ñòàíêå ?

Ðåøåíèå: Ïóñòü ñîáûòèå H1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ
äåòàëü èçãîòîâëåíà íà ïåðâîì ñòàíêå, ñîáûòèå H2 ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ äåòàëü èçãîòîâëåíà íà âòîðîì ñòàíêå, ñîáûòèå H3

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ äåòàëü èçãîòîâëåíà íà òðåòüåì
ñòàíêå, ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ äåòàëü, áðà-
êîâàíà. Ïóñòü ÷èñëî äåòàëåé èçãîòîâëåííûõ íà ïåðâîì ñòàíêå ðàâíî x.
Òîãäà ÷èñëî äåòàëåé èçãîòîâëåííûõ íà âòîðîì ñòàíêå ðàâíî 3x/2, à ÷èñ-
ëî äåòàëåé èçãîòîâëåííûõ íà òðåòüåì ñòàíêå ðàâíî 5x/2. Îáùåå ÷èñëî
äåòàëåé â ÿùèêå ðàâíî

x+
3x

2
+

5x

2
= 5x

Ïîýòîìó P (H1) = x
5x = 0, 2; P (H2) =

(
3x
2

)/
(5x) = 0, 3; P (H3) =(

5x
2

)/
(5x) = 0, 5.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è P (A/H1) = 0, 03; P (A/H2) = 0, 04;P (A/H3) =
0, 05.

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + P (H3)P (A/H3) =

= 0, 2 · 0, 03 + 0, 3 · 0, 04 + 0, 5 · 0, 05 = 0, 43

Ïî ôîðìóëå Áàéåñà
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P (H2/A) =
P (H2)P (A/H2)

P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + P (H3)P (A/H3)
=

=
0, 3 · 0, 04

0, 2 · 0, 03 + 0, 3 · 0, 04 + 0, 5 · 0, 05
=

12

43

Îòâåò: 0, 43; 12
43 .

Óïðàæíåíèÿ.

1. Â ëåñó 80 ïðîöåíòîâ ëîñåé çäîðîâû è 20 ïðîöåíòîâ áîëüíû. Çèìó
ïåðåæèâàþò 90 ïðîöåíòîâ çäîðîâûõ ëîñåé è 50 ïðîöåíòîâ áîëüíûõ.
Êàêîé ïðîöåíò ëîñåé ïåðåæèâ¼ò çèìó. Êàêîé ïðîöåíò çäîðîâûõ ëî-
ñåé áóäåò ñðåäè ëîñåé ïåðåæèâøèõ çèìó?

2. Â ïåðâîì ÿùèêå ïÿòü áåëûõ è ÷åòûðå ÷¼ðíûõ øàðà. Âî âòîðîì ÿùè-
êå òðè áåëûõ è äâà ÷¼ðíûõ øàðà. Èç ïåðâîãî âî âòîðîé ïåðåëîæèëè
äâà øàðà, çàòåì èç âòîðîãî âçÿëè øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí
áåëûé? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïåðåëîæèëè äâà áåëûõ øàðà, åñëè
âçÿòûé èç âòîðîãî ÿùèêà øàð îêàçàëñÿ áåëûì?

3. Íà áàçå íàõîäÿòñÿ êîñòþìû, èçãîòîâëåííûå íà òðåõ ôàáðèêàõ. Èç
íèõ 40% èçãîòîâëåíî íà ïåðâîé, 50% íà âòîðîé è 25% íà òðåòüåé
ôàáðèêå. Èçâåñòíî, ÷òî èç êàæäûõ 100 êîñòþìîâ, èçãîòîâëåííûõ
íà ïåðâîé ôàáðèêå, çíàê êà÷åñòâà èìåþò 55. Äëÿ âòîðîé è òðåòüåé
ôàáðèê ýòîò ïîêàçàòåëü ðàâåí, ñîîòâåòñòâåííî, 65 è 75. à) Îïðåäå-
ëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿòûé íàóãàä ñ áàçû êîñòþì íå áóäåò
èìåòü çíàêà êà÷åñòâà. á) Íàóãàä âçÿòûé êîñòþì èìååò çíàê êà÷å-
ñòâà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí ñî âòîðîé ôàáðèêè ?

4. Ýëåêòðîëàìïû èçãîòàâëèâàþòñÿ íà òð¼õ çàâîäàõ. Ïåðâûé çàâîä ïðî-
èçâîäèò 35% îáùåãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîëàìï, âòîðîé � 40%, òðåòèé
� 25%. Ïðîäóêöèÿ ïåðâîãî çàâîäà ñîäåðæèò 60% ñòàíäàðòíûõ ëàìï,
âòîðîãî � 75%, òðåòüåãî � 70%. Â ìàãàçèíû ïîñòóïàåò ïðîäóêöèÿ
âñåõ òðåõ çàâîäîâ. à) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííàÿ â
ìàãàçèíå ëàìïà îêàæåòñÿ ñòàíäàðòíîé ? á) Êóïëåííàÿ ëàìïà îêà-
çàëàñü ñòàíäàðòíîé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà èçãîòîâëåíà íà
ïåðâîì çàâîäå ?

5. Íà ôàáðèêå, èçãîòàâëèâàþùåé áîëòû, ïåðâûé ñòàíîê ïðîèçâîäèò
� 15%, âòîðîé � 45%, òðåòèé � 40% âñåõ èçäåëèé. Â èõ ïðîäóêöèè
áðàê ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî 3%, 4% è 1%. à) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
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òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé áîëò äåôåêòíûé ? á) Âûáðàííûé
áîëò îêàçàëñÿ äåôåêòíûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí ïðîèçâåäåí
íà âòîðîì ñòàíêå ?
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